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METRYKI
Niech X oznacza dowolny niepusty zbiér, zwany od tej pory przestrzeniq.
Definicja 1.
Metrykg na przestrzeni X nazywamy dowolna funkcje d : X x X — [0, 00) speliajaca
trzy warunki (zwane aksjomatami metryki).
1. d(z,y) =0 < =z =y (aksjomat tozsamosci)
2. d(z,y) = d(y,z) (aksjomat symetrii)
3. d(z,y) < d(z,z) + d(y, z) (nier6wnosé tréjkata)
(oczywiscie w kazdym w powyzszych warunkéw na wszystkie punkty przestrzeni
natozony jest domyslny kwantywfikator ogélny V)
Zbiér X wyposazony w metryke d, czyli pare (X, d) bedziemy nazywaé przestrzenia
metryczna. Bedzie to gléwny obiekt naszego zainteresowania.

Czasem rozwaza si¢ tzw. pseudometryki: Pseudometrykg nazywamy dowolng funkcje
d : X x X — [0,00) speliajaca wszystkie aksjomaty metryki z wyjatkiem imp-
likacji d(z,y) = 0 = a = y. Tzn. pseudometryka dopuszcza odlegtosé ze-
rowa pomiedzy réznymi punktami. Majac przestrzen z pseudometryka mozna ut-
worzy¢ przestrzen metryczna jako przestrzen klas réwnowaznosci, gdzie relacja jest
xry < d(x,y) =0. Szczegdly tej konstrukeji beda na éwiczeniach.

PRZYKLADY:

Metryki w przestrzeniach liczbowych:

1. Prosta rzeczywista: X =R, d(x,y) = |z — yl;

2. Plaszczyzna Buklidesowa: X = R?, d((z,y), (z',y")) = /(z — 2/)2 + (y — ¢/)%;
o)A y)) = =2 +ly—y )
)) = max{|z — 2’|, |y — y'};

3. Plaszczyzna z metrykq taksowkowg: X = R?, d;((x,
4. Plaszczyzna z metrykg mazimum: dp, ((z,y), (', y’
Metryki w bardziej abstrakcyjnych przestrzeniach:
0: z—y

1: z#y’

6. Metryka supremum w przestrzeni funkcyjnej: X = B(R) - zbiér wszystkich
ograniczonych funkcji rzeczywistych na prostej, dsup(f, 9) = sup,er |f(2) — f(¥)].

5. Metryka dyskretna: X - dowolna, d(z,y) = {

7. Metryka optymalizacyjna: X - dowolna przestrzen, na ktérej okreslony jest “suro-
gat metryki”, czyli funkcja s : X x X — [0, 00) spehiajaca aksjomaty tozsamosci i
symetrii, ale nie spelniajaca warunku tréjkata. Wtedy metryka jest

ds(xa y) = inf{s(an xl) + 8(331, $2) +oe 3($n_2, xn—l) + S(xn—la xn) :
n>1,xp,29...,2, € X, 20 = 2,2, =y}
(Modelem moze byé $wiat z réznymi srodkami komunikacji (w tym “pieszo”).
Funkcja s jest czas przejécia lub przejazdu najszybszym srodkiem lokomocji z

punktu z do y. Metryka bedzie znalezione najszybsze potaczenie uwzgledniajace
wszelkie mozliwe przesiadki.)



KULE

W Topologii najwazniejsze jest okreslenie bliskosci dwoch punktéw. Zbiér wszyst-
kich punktow bliskich w punktowi x nazywamy otoczeniem punktu x. W przypadku
przestrzeni metrycznej powiemy, ze punkt y jest bliski punktowi x jesli po prostu
jego odlegloéé d(x,y) od x jest mala (tzn. mniejsza od jakiej$ z géry ustalonej
wartosci uznanej przez nas za wystarczajaca mata). W tym sensie otoczenie punktu
x jest tym samym co kula o zadanym promieniu:

Definicja 2.
W przestrzeni metrycznej (X, d), kulg (otwarta) wokét punktu o promieniu > 0
nazywamy zbior

K(z,7) ={y:d(z,y) <r}.

Jesli nieréwnosé ,,<” zastapimy przez ,,<”, to otrzymamy tzw. kule domknietg.
Przyjmuje sie konwencje, ze méwiac ,,kula” mamy na mysli kule otwarta, a majac
na my$li kule domknieta méwimy to wyraznie: ,,kula domknieta”.

PRZYKLADY:

1. Kula na prostej to przedzial otwarty: K(z,r) = (x —r,x + r);

2. Kula K ({x,y),r) na plaszczyznie euklidesowej to kolo o $roku w punkcie (x,y) i
promieniu r, bez brzegu;

3. Kula K ({z,y),r) w metryce takséwkowej to kwadrat o §rodku w punkcie (x, y)
i przekatnej 2r ustawiony diagonalnie;

3. Kula K({x,y),r) w metryce maksimum to kwadrat o srodku w punkcie (z,y) i
boku 2r ustawiony osiowo;

4. Kula w metryce dyskretnej to jeden punkt: K(z,r) = {z} (dla r < 1) lub cala
przestrzen (dla r > 1).
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