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METRYKI

Niech X oznacza dowolny niepusty zbiór, zwany od tej pory przestrzenia̧.

Definicja 1.
Metryka̧ na przestrzeni X nazywamy dowolna̧ funkcjȩ d : X×X → [0,∞) speÃlniaja̧ca̧
trzy warunki (zwane aksjomatami metryki).
1. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (aksjomat tożsamości)
2. d(x, y) = d(y, x) (aksjomat symetrii)
3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) (nierówność trójka̧ta)
(oczywíscie w każdym w powyższych warunków na wszystkie punkty przestrzeni
naÃlożony jest domyślny kwantywfikator ogólny ∀)
Zbiór X wyposażony w metrykȩ d, czyli parȩ (X, d) bȩdziemy nazywać przestrzenia̧
metryczna̧. Bȩdzie to gÃlówny obiekt naszego zainteresowania.
Czasem rozważa siȩ tzw. pseudometryki: Pseudometryka̧ nazywamy dowolna̧ funkcjȩ
d′ : X × X → [0,∞) speÃlniaja̧ca̧ wszystkie aksjomaty metryki z wyja̧tkiem imp-
likacji d(x, y) = 0 =⇒ x = y. Tzn. pseudometryka dopuszcza odlegÃlość ze-
rowa̧ pomiȩdzy różnymi punktami. Maja̧c przestrzeń z pseudometryka̧ można ut-
worzyć przestrzeń metryczna̧ jako przestrzeń klas równoważności, gdzie relacja̧ jest
x ≈ y ⇐⇒ d′(x, y) = 0. SzczegóÃly tej konstrukcji bȩda̧ na ćwiczeniach.

PRZYKÃLADY:
Metryki w przestrzeniach liczbowych:
1. Prosta rzeczywista: X = R, d(x, y) = |x− y|;
2. PÃlaszczyzna Euklidesowa: X = R2, d(〈x, y〉, 〈x′, y′〉) =

√
(x− x′)2 + (y − y′)2;

3. PÃlaszczyzna z metryka̧ taksówkowa̧: X = R2, dt(〈x, y〉, 〈x′, y′〉) = |x−x′|+|y−y′|;
4. PÃlaszczyzna z metryka̧ maximum: dm(〈x, y〉, 〈x′, y′〉) = max{|x− x′|, |y − y′|};
Metryki w bardziej abstrakcyjnych przestrzeniach:

5. Metryka dyskretna: X - dowolna, d(x, y) =
{

0 : x− y

1 : x 6= y
;

6. Metryka supremum w przestrzeni funkcyjnej: X = B(R) - zbiór wszystkich
ograniczonych funkcji rzeczywistych na prostej, dsup(f, g) = supx∈R |f(x)− f(y)|.
7. Metryka optymalizacyjna: X - dowolna przestrzeń, na której określony jest “suro-
gat metryki”, czyli funkcja s : X ×X → [0,∞) speÃlniaja̧ca aksjomaty tożsamości i
symetrii, ale nie speÃlniaja̧ca warunku trójka̧ta. Wtedy metryka̧ jest

ds(x, y) = inf{s(x0, x1) + s(x1, x2) + · · ·+ s(xn−2, xn−1) + s(xn−1, xn) :

n ≥ 1, x0, x2 . . . , xn ∈ X, x0 = x, xn = y}
(Modelem może być świat z różnymi środkami komunikacji (w tym “pieszo”).
Funkcja̧ s jest czas przej́scia lub przejazdu najszybszym środkiem lokomocji z
punktu x do y. Metryka̧ bȩdzie znalezione najszybsze poÃla̧czenie uwzglȩdniaja̧ce
wszelkie możliwe przesiadki.)



KULE

W Topologii najważniejsze jest określenie bliskości dwóch punktów. Zbiór wszyst-
kich punktów bliskich w punktowi x nazywamy otoczeniem punktu x. W przypadku
przestrzeni metrycznej powiemy, że punkt y jest bliski punktowi x jeśli po prostu
jego odlegÃlość d(x, y) od x jest maÃla (tzn. mniejsza od jakiej́s z góry ustalonej
wartości uznanej przez nas za wystarczaja̧ca̧ maÃla̧). W tym sensie otoczenie punktu
x jest tym samym co kula o zadanym promieniu:

Definicja 2.
W przestrzeni metrycznej (X, d), kula̧ (otwarta̧) wokóÃl punktu x o promieniu r > 0
nazywamy zbiór

K(x, r) = {y : d(x, y) < r}.
Jeśli nierówność ,,<” zasta̧pimy przez ,,≤”, to otrzymamy tzw. kulȩ domkniȩta̧.
Przyjmuje siȩ konwencjȩ, że mówia̧c ,,kula” mamy na myśli kulȩ otwarta̧, a maja̧c
na myśli kulȩ domkniȩta̧ mówimy to wyraźnie: ,,kula domkniȩta”.
PRZYKÃLADY:
1. Kula na prostej to przedziaÃl otwarty: K(x, r) = (x− r, x + r);
2. Kula K(〈x, y〉, r) na pÃlaszczyźnie euklidesowej to koÃlo o śroku w punkcie 〈x, y〉 i
promieniu r, bez brzegu;
3. Kula K(〈x, y〉, r) w metryce taksówkowej to kwadrat o środku w punkcie 〈x, y〉
i przeka̧tnej 2r ustawiony diagonalnie;
3. Kula K(〈x, y〉, r) w metryce maksimum to kwadrat o środku w punkcie 〈x, y〉 i
boku 2r ustawiony osiowo;
4. Kula w metryce dyskretnej to jeden punkt: K(x, r) = {x} (dla r ≤ 1) lub caÃla
przestrzeń (dla r > 1).
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